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Ýòà ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà çàäà÷àì ïåðåáîðà
k-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â çàäà÷àõ äèñêðåò-
íîé îïòèìèçàöèè, òî åñòü ðåøåíèé, ñëåäóþ-
ùèõ çà îïòèìàëüíûìè ïî çíà÷åíèþ öåëåâîé
ôóíêöèè â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè. Òàêèå ñëå-
äóþùèå ðåøåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ñóáîï-
òèìàëüíûìè.

Ïî÷åìó â äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè âà-
æåí ïåðåáîð ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé?
Ïðåæäå âñåãî, ÿñíî, ÷òî äëÿ çàäà÷ íåïðåðûâ-
íîé îïòèìèçàöèè ñàìà ïîñòàíîâêà âîïðîñà
íåïðàâèëüíà, � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íåïðå-
ðûâíîé çàäà÷è ñîäåðæèò îáû÷íî öåëóþ îê-
ðåñòíîñòü ðåøåíèé ñî ñêîëü óãîäíî áëèçêè-
ìè çíà÷åíèÿìè öåëåâîé ôóíêöèè. Íî, êðîìå
ýòîãî î÷åâèäíîãî àðãóìåíòà, íóæíî îòìå-
òèòü, ÷òî çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè
áîëåå «êàïðèçíû», òðóäîåìêîñòü èõ ðåøåíèÿ
ðåçêî ìåíÿåòñÿ ïðè ìàëåéøåì èçìåíåíèè
çàäà÷è. Ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è òðóäíû î÷åíü
÷àñòî, ïîýòîìó ïðè èõ ðåøåíèè íåêîòîðûìè
ñóùåñòâåííûìè îãðàíè÷åíèÿìè ìîãóò ïðå-
íåáðå÷ü, à óïðîùåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ïîëó÷åííîå îïòè-
ìàëüíîå ðåøåíèå îêàæåòñÿ íåðåàëèçóåìûì
èç-çà âíåìîäåëüíûõ ôàêòîðîâ, òî åñòü òåõ óñ-
ëîâèé, êîòîðûå íå ñòàëè âêëþ÷àòü â ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü. Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì
òàêîé ïîäõîä: ïåðåáèðàòü äîïóñòèìûå ðåøå-

íèÿ ñ ïîñòåïåííûì óõóäøåíèåì çíà÷åíèÿ
öåëåâîé ôóíêöèè äî òåõ ïîð, ïîêà íå âñòðå-
òèòñÿ ðåøåíèå, ïðèåìëåìîå ñ òî÷êè çðåíèÿ
èñòèííûõ îãðàíè÷åíèé.

Çàäà÷è ïåðåáîðà ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøå-
íèé âñòðå÷àëèñü â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ìíî-
ãîêðàòíî. Êàê ïðàâèëî, â ýòèõ ðàáîòàõ âîï-
ðîñ èññëåäîâàëñÿ äëÿ êîíêðåòíûõ îïòèìè-
çàöèîííûõ çàäà÷, ïðè÷åì äëÿ î÷åíü óçêîãî
íàáîðà.

Íàø ïîäõîä áóäåò áîëåå îáùèì. Ïðåä-
ëàãàþòñÿ ñðåäñòâà, ïðèãîäíûå äëÿ øèðîêî-
ãî êëàññà çàäà÷. Ýòîò ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â
âûäåëåíèè íàáîðà îïåðàöèé, ñ ïîìîùüþ
êîòîðûõ ïðîöåññ ïåðåáîðà ðåøåíèé íóæíîé
çàäà÷è êîìïîíóåòñÿ  èç áîëåå ïðîñòûõ ïðî-
öåññîâ. Ýëåìåíòû òàêîãî ïîäõîäà óæå âñòðå-
÷àëèñü, íàïðèìåð, ó Å. Ëàóëåðà [1], êîòîðûé
îòìåòèë âàæíîñòü îïåðàöèè ñëèÿíèÿ, è ó
Ìèíèåêè è Øèðà [2], ãäå îïåðàöèè ñëèÿ-
íèÿ è ñóììèðîâàíèÿ ñïèñêîâ ââåäåíû äëÿ
îïåðàöèé íàä ìàòðèöàìè ñïèñêîâ â ñâÿçè ñ
ïîïûòêîé ïåðåíîñà èçâåñòíîãî ìåòîäà
Ôëîéäà íà çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû
ñïèñêîâ k-êðàò÷àéøèõ ïóòåé. Íåêîòîðûå
äðóãèå èíòåðåñíûå ññûëêè ìû ïðèâåäåì â
êîíöå ñòàòüè.

Ðàçâèòèå îáùåãî ïîäõîäà ïðåäóñìàòðè-
âàåò âûÿñíåíèå âîçìîæíûõ ðàçëè÷èé â ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷è. Íàïðèìåð, âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñòîðîíà çàäà÷è ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ â çà-
âèñèìîñòè îò òîãî, òðåáóåòñÿ ïåðåáîð âñåõ
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è èëè òîëüêî íå-
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÷àå ìîãóò áûòü ïðèíÿòû ñïåöèàëüíûå ìåðû,
ïîâûøàþùèå ýôôåêòèâíîñòü.

Îòìåòèì åùå, ÷òî èíòåðåñ ê ïåðåáîðó
ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äîëæåí ïîâû-
øàòüñÿ è äåéñòâèòåëüíî ïîâûøàåòñÿ â ñâÿ-
çè ñ êðóïíûìè èçìåíåíèÿìè èñïîëüçóåìûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ. Ñ îäíîé ñòîðîíû,
ýòî ðåçêîå óëó÷øåíèå õàðàêòåðèñòèê âû÷èñ-
ëèòåëüíîé òåõíèêè, åå áûñòðîäåéñòâèÿ è
îïåðàòèâíîé ïàìÿòè, ïîÿâëåíèÿ ìíîãîïðî-
öåññîðíûõ ñèñòåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîÿâ-
ëåíèå íîâûõ âîçìîæíîñòåé îðãàíèçàöèè
âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåññîâ, çàëîæåííûõ â
áîëåå ýôôåêòèâíûõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ.

Ìû íà÷íåì èçëîæåíèå ñ íàïîìèíàíèÿ
(íà ïðîñòûõ ïðèìåðàõ) ïðèíöèïîâ äèíàìè-
÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ñ ïåðåáîðà ñó-
áîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â íåì. Ýòî äàñò íàì
ôóíäàìåíò äëÿ ââåäåíèÿ íåêîòîðûõ áàçîâûõ
ïîíÿòèé, à çàòåì äëÿ îñíîâíîãî àïïàðàòà
ïåðåáîðà � ïåðå÷èñëÿþùèõ ïðîöåññîâ (íà-
çîâåì èõ äëÿ óäîáñòâà ïåðå÷èñëèòåëÿìè). è
îïåðàöèé íàä íèìè. Ðàáîòà ñ ýòèì àïïàðà-
òîì äåìîíñòðèðóåòñÿ çàòåì íà íåñêîëüêèõ
êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ðàçíîé ñëîæíîñòè.

Ïîñëå ýòîãî ìû áóäåì ãîòîâû ê ðàññìîò-
ðåíèþ âîïðîñîâ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
ïåðå÷èñëèòåëåé â äóõå îáúåêòíî-îðèåíòèðî-
âàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ýòà ñòàòüÿ âî ìíîãîì ñëåäóåò ìîåé êíè-
ãå [3].

ÏÅÐÂÎÍÀ×ÀËÜÍÛÅ  ÏÐÈÌÅÐÛ

Ïåðåáîð ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â çà-
äà÷àõ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè íà÷àëñÿ ñ
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åùå â
ðàáîòå ñîçäàòåëÿ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ Ðè÷àðäà Áåëëìàíà è åãî ñîàâòîðà
Ð. Êàëàáû [4], â 1960 ã. ðàññìàòðèâàëàñü çà-

äà÷à ïåðåáîðà ïóòåé â ãðàôå (ñì. òàêæå [5]).
Ñ ýòîé çàäà÷è è ñ ïîäõîäà Áåëëìàíà-Êàëàáû
ìû è íà÷íåì. Ðàññìîòðèì òðàäèöèîííûé
ïîäõîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

1. Êðàò÷àéøèé ïóòü â ãðàôå áåç êîí-
òóðîâ

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñ÷èòàòü õîðîøî èçâå-
ñòíîé, ïîýòîìó åå óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ
ââåäåíèÿ â ìåòîäû ðåêóððåíòíîãî ðåøåíèÿ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Èòàê, ïóñòü çàäàí
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç êîíòóðîâ 〈M, N〉
ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí M è ìíîæåñòâîì äóã
N. Çàäàíû äëèíû äóã, è äëèíà ïóòè îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ñóììà äëèí âõîäÿùèõ â ïóòü äóã.
Òðåáóåòñÿ íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü ñ çàäàí-
íûìè íà÷àëîì i0 è êîíöîì ie.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð.
Çàäàí ãðàô áåç êîíòóðîâ ñ øåñòüþ âåðøè-
íàìè, êàæäîé äóãå êîòîðîãî ñîïîñòàâëåíà
ïîëîæèòåëüíàÿ äëèíà (ðèñ. 1). Òðåáóåòñÿ
íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü îò âåðøèíû A äî
âåðøèíû F.

Ïðåæäå âñåãî (è ýòî âàæíàÿ ÷åðòà äè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ) ðàñøèðèì
çàäà÷ó è áóäåì èñêàòü êðàò÷àéøèå ïóòè îò A
äî âñåõ âåðøèí ãðàôà. Îáîçíà÷èì äëèíó
ïóòè äî âåðøèíû i, i  ∈ {A, B, C, D, E, F}
÷åðåç v(i). Åñòåñòâåííî ïðèíÿòü v(A) = 0. Âñå
ìíîæåñòâî ïóòåé, ïðîõîäÿùèõ èç A â F, ìîæ-
íî ðàçáèòü íà òðè ïîäìíîæåñòâà ïî òîìó
ïðèçíàêó, êàêàÿ äóãà áóäåò â ïóòè ïîñëåäíåé,
âåäóùàÿ èç C, èç D èëè èç E. Ê ïðèìåðó, ïóòü
ADEF ïîïàäåò â òðåòüþ ãðóïïó, òàê êàê îí
êîí÷àåòñÿ äóãîé EF. Ìîæíî èñêàòü ïóòü ìè-
íèìàëüíîé äëèíû â êàæäîì èç ýòèõ ìíî-
æåñòâ îòäåëüíî, à çàòåì âûáðàòü ìèíèìóì
èç ìèíèìóìîâ (ïî ëàòûíè ýòî minimum
minimorum). Â åñòåñòâåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

v(F) = min {vC(F), vD(F), vE(F)}.

Íî î÷åâèäíî,

vC (F) = 20 + v(C), vD(F) = 17 + v(D),
vE(F) = 6 + v(E),

òî åñòü

v(F) = min {20 + v(C), 17 + v(D), 6 + v(E)}.

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî íàïè-
ñàòü äëÿ ëþáîé âåðøèíû, êðîìå íà÷àëüíîé,

v (i) = min {c( j) + v (beg j) | end j = i}. (1) Ðèñ. 1. Ãðàô äëÿ ïðèìåðà
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Çäåñü beg j è end j � ñîîòâåòñòâåííî íà-
÷àëî è êîíåö äóãè j, à c(j) � åå äëèíà.

Ïðèìåíåíèå óðàâíåíèÿ (1) ïðÿìî ïðèâî-
äèò ê òðåáóåìîìó ðåçóëüòàòó. Èìååì:

v(B) = 11 + v(A) = 11,  v(D) = 12,

òàê êàê  v(A) = 0,

v (E) = min {13 + v (B), 14 + v (D)} = 24,

v(C) = min {19 + v(B), 5 + v(E)}=29,

îòêóäà îêîí÷àòåëüíî v(F) = 29.
Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èëè  óðàâ-
íåíèåì Áåëëìàíà, à ôóíêöèÿ v � ôóíêöèåé
Áåëëìàíà.

Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè ìîæåò ðåøàòü-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ ïîäõîäîâ, è âïîñëåä-
ñòâèè ìû áóäåì ãîâîðèòü îá î÷åíü ýôôåê-
òèâíîì àëãîðèòìå Äåéêñòðû äëÿ åå ðåøåíèÿ
íà ïðîèçâîëüíîì ãðàôå, íî çäåñü ìû ãîâî-
ðèì îá ýòîé çàäà÷å â ñâÿçè ñ ñîäåðæàùèìñÿ
â íåé  ïðîöåññîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ, òî åñòü ñïåöèôè÷åñêèì ïðîöåññîì
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Ìíî-
æåñòâî âåðøèí ãðàôà M � ýòî ìíîæåñòâî ñî-
ñòîÿíèé ïðîöåññà, A � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå.
Äóãè, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû i ∈ M, � ýòî
ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî ïðèíèìàòü â ñîñòî-
ÿíèè i. Ïðèíÿòèå êàæäîãî ðåøåíèÿ j âëå÷åò
çàòðàòû c( j) è ïåðåâîäèò ïðîöåññ â ñîñòîÿ-
íèå i ′ = end j.

Ïîòåðÿ îáùíîñòè â ñðàâíåíèè ñ îáùåé
ñõåìîé äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ëèøü â ñïåöèàëüíîì âèäå öåëåâîé ôóíêöèè,
ïî êîòîðîé îöåíèâàåòñÿ òðàåêòîðèÿ ïðîöåñ-
ñà, � çäåñü îíà ðàâíà ñóììå çàòðàò îò ïðèíÿ-
òûõ ðåøåíèé. Íî äëÿ íàøèõ öåëåé ýòîãî ÷à-
ñòíîãî ñëó÷àÿ âïîëíå äîñòàòî÷íî. Áîëåå òîãî,
÷òîáû óâèäåòü íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ýêî-
íîìèè âû÷èñëåíèé â çàäà÷àõ äèíàìè÷åñêî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ìû ðàññìîòðèì åùå
áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé.

2.  Íàèëó÷øèé  ëèíåéíûé  ðàñêðîé

Ðàññìîòðèì òåïåðü èçâåñòíóþ çàäà÷ó î
âûáîðå íàèëó÷øåãî ðàñêðîÿ ëèíåéíîãî ñû-
ðüÿ çàäàííîé äëèíû l0 íà äåòàëè ìåíüøåé

äëèíû l [i], i ∈ 1:m, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëü-
øåãî äîõîäà (öåíû äåòàëåé pi èçâåñòíû) [6].1

Ïóñòü ðàñêðîþ ïîäëåæèò íåêîòîðîå ñû-
ðüå, èìåþùåå îäíî ëèíåéíîå èçìåðåíèå;
íàïðèìåð, ïóñòü ðóëîí áóìàãè, âûøåäøèé ñ
áóìàãîäåëàòåëüíîé ìàøèíû, íåîáõîäèìî
ðàçðåçàòü íà ðóëîíû ìåíüøåãî ðàçìåðà òàê,
÷òîáû äîõîä îò èõ ïðîäàæè áûë ìàêñèìàëü-
íûì.

Â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ, òðåáóåòñÿ
íàéòè íåîòðèöàòåëüíûå è öåëî÷èñëåííûå
x [i], i ∈ 1:m, � êîëè÷åñòâà ðóëîíîâ êàæäîãî
i-ãî âèäà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ:

0:1
][][ lixil

mi
≤×∑ ∈

è ìàêñèìèçèðóþùèå

∑ ∈
×

mi
ixip

:1
][][ .

Îáîçíà÷èì èñêîìûé ìàêñèìóì ÷åðåç
v(l0). Åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ôóíêöèþ
îò ðàçìåðà ñûðüÿ, ìîæíî ñâÿçàòü çíà÷åíèÿ
ýòîé ôóíêöèè äëÿ ðàçíûõ ðàçìåðîâ óðàâíå-
íèåì

v(λ) = max{ci + v(λ � l[i]) | i ∈ 1 :m, l [i] ≤ λ},

ãäå λ � äëèíà ñûðüÿ (ïåðåìåííàÿ, ïðè ýòîì
íàñ èíòåðåñóåò v(l0, m)), v(l) ïðèíèìàåòñÿ
ðàâíûì 0, åñëè íåò äåòàëåé äëèíû ìåíüøåé λ.

Ôàêòè÷åñêè ìû èìååì äåëî ñ ãðàôîì
〈M, N〉, ãäå M = 0: l0, òî åñòü âåðøèíàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ âñå âîçìîæíûå ïðîìåæóòî÷íûå ðàç-
ìåðû ñûðüÿ, à äóãè ñîîòâåòñòâóþò âîçìîæ-
íûì ðåçàì: êîãäà îò ðóëîíà ðàçìåðà λ îòðå-
çàåòñÿ ðóëîí ðàçìåðà l[i], ïîëó÷àåì ðóëîí
ðàçìåðà λ � l [i], � òàêàÿ âîçìîæíîñòü îïðå-
äåëÿåò äóãó, èäóùóþ èç ñîñòîÿíèÿ λ � l [i] â
ñîñòîÿíèå λ.

Ýòî òîæå óðàâíåíèå Áåëëìàíà. Åãî ìîæ-
íî èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñòâåííî äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé v(λ), íà÷èíàÿ îò ìàëûõ
çíà÷åíèé àðãóìåíòà è ïîñòåïåííî èõ óâåëè-
÷èâàÿ. Îäíàêî ýòà èñõîäíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñõåìà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà.
Ðàññìîòðèì ðàçíûå ôîðìû óðàâíåíèÿ Áåë-
ëìàíà

Ïåðâîå èç óñîâåðøåíñòâîâàíèé ñâÿçàíî
ñ òåì, ÷òî ìîæíî ñðàçó îïðåäåëÿòü, ñêîëüêî
ðàç äîëæíà áûòü îòðåçàíà ïîñëåäíÿÿ, m-àÿ
äåòàëü, à çàòåì ðàñêðàèâàòü îñòàòîê ñûðüÿ

1 Ïåðâîå èçäàíèå ýòîé êíèãè âûøëî â 1951 ã., êîãäà òåðìèíà «äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå» åùå íå
ñóùåñòâîâàëî. Àâòîðû ïðåäóãàäàëè äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå.
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íà îñòàâøèåñÿ äåòàëè. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç
v(λ, k) ìàêñèìàëüíûé äîõîä îò ðàñêðîÿ ñû-
ðüÿ äëèíû λ íà äåòàëè ïåðâûõ k ðàçìåðîâ
(íàñ èíòåðåñóåò v(λ, k)), ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùåå óðàâíåíèå Áåëëìàíà

v(λ, k) = max {cks + v(λ � l[k] s, k � 1) | 0 ≤ l[k] s ≤ l}.

Óðàâíåíèå ìîæíî åùå óïðîñòèòü, ñäåëàâ
âûáîð êîëè÷åñòâà ðåçîâ ïîñëåäíåé äåòàëè
ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèíÿòèåì ðåøåíèÿ

v(λ, k) = max {v(λ, k � 1), cks + v(λ � l[k], k)}.

Çäåñü íóæíî âûáèðàòü ìåæäó îòêàçîì îò
äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ k-é äåòàëè è
îäíîêðàòíûì åå âûáîðîì ñ ïîñëåäóþùèì
ðåøåíèåì î äàëüíåéøèõ âûáîðàõ. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ýòîò âàðèàíò óðàâíåíèé â âû÷èñ-
ëèòåëüíîì îòíîøåíèè ñóùåñòâåííî ëåã÷å
ïðåäûäóùåãî.

Âû÷èñëåíèå ôóíêöèé v(λ, k) ìîæåò áûòü
ñóùåñòâåííî óïðîùåíî, åñëè âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ òåì, ÷òî ïðè ëþáîì k ôóíêöèÿ v(λ, k) �
êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
îò λ è, çíà÷èò, ìîæåò çàäàâàòüñÿ ñïèñêîì
ñêà÷êîâ. Âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ ìîæåò
áûòü îïèñàí êàê ïðîöåññ ïåðåðàáîòêè ñïèñ-
êà ñêà÷êîâ k�1-é èòåðàöèè â ñïèñîê k -é èòå-
ðàöèè [7].

3.  «Ëåíèâîå  èñïîëíåíèå»

Îäíàêî è èñõîäíûé âàðèàíò óðàâíåíèÿ
Áåëëìàíà íå áåçíàäåæåí â âû÷èñëèòåëüíîì
îòíîøåíèè. Ìîæíî îðãàíèçîâàòü êàñêàäíîå
âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè Áåëëìàíà,
âû÷èñëÿÿ åå òîëüêî â òåõ òî÷êàõ, êîòîðûå
áûëè çàïðîøåíû íåïîñðåäñòâåííî èëè â
õîäå âû÷èñëåíèÿ â äðóãèõ òî÷êàõ. Òàêîé ñïî-
ñîá âû÷èñëåíèé íàçûâàåòñÿ ïî-àíãëèéñêè
lazy evaluation � ëåíèâîå èñïîëíåíèå.

Ïðèíöèï ëåíèâîãî èñïîëíåíèÿ: íå âû-
÷èñëÿòü íè÷åãî äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî íå ñòà-
íåò íåîáõîäèìî. Â ýòîì ìåòîäå âû÷èñëåíèå
èäåò òîëüêî äëÿ ïîòðåáîâàâøèõñÿ çíà÷åíèé
è òîëüêî òîãäà, êîãäà íóæíî. Ýòèì ñïîñîáîì
îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé ìû áóäåì àêòèâíî
ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîèñêà ñóáîïòèìàëüíûõ
ðåøåíèé.

4.  Îïòèìèçàöèîííàÿ  ñâåðòêà

Óðàâíåíèå Áåëëìàíà ìîæíî çàïèñûâàòü
áîëåå êîìïàêòíî, ââîäÿ ñïåöèàëüíûå îïåðà-

öèè, íàïðèìåð îïåðàöèþ îïòèìèçàöèîííîé
ñâåðòêè. Òåðìèí ñâåðòêà (convolution)
çàèìñòâîâàí èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ãäå
ñâåðòêîé äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé A = {ak}
è B = {bk} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

C = {ck}, ãäå ck  = ∑ ∈ −⋅
ki iki ba
:0

.

Îïòèìèçàöèîííàÿ ñâåðòêà ìîæåò áûòü
ìóëüòèïëèêàòèâíîé, áîëüøå ïîõîæåé íà
êëàññè÷åñêóþ, è àääèòèâíîé, áîëåå åñòå-
ñòâåííîé, êîòîðóþ ìû è âûáåðåì (ñð. ïî ýòî-
ìó ïîâîäó [8] è [9]). Èòàê, îïòèìèçàöèîí-
íîé ñâåðòêîé äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
A = {ak} è B = {bk} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü C = {ck}, ãäå

ck = max {ai + bk�i | i ∈ 1:k}.

Ýòî îïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷íî è ìîæåò
áûòü î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíåíî íà
ëþáîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ. Îáîçíà÷èì òàêóþ
ñâåðòêó çíàêîì ⊕, òàê ÷òî C = A ⊕ B.

Ïóñòü òåïåðü çàäàíî  t  ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé A1, A2, �, At è òðåáóåòñÿ íàéòè èõ
ñâåðòêó A1 ⊕ A2 ⊕ � ⊕ At. Ââåäåì ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Vs: V1= A1,
Vs = Vs�1 ⊕ As, s > 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Vs � ýòî ôàêòè÷åñêè ôóíêöèè Áåëëìàíà, îï-
ðåäåëÿåìûå  ïðè s > 1 óðàâíåíèåì

vs[k] = min {as[i] + vs�1[k � i] | i ∈ 0 :k}.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå äëÿ îïåðàöèè
ñâåðòêè íàéäåòñÿ ïðèìåíåíèå.

5. Ñõåìà Áåðòåëå - Áðèîøè: âûáîð ïîä-
äåðåâà â äåðåâå

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ðàçíîâèäíîñòü
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðóþ
åå àâòîðû, èòàëüÿíñêèå ìàòåìàòèêè Áåðòåëå
è Áðèîøè, íàçâàëè Nonserial dynamic
programming (òî åñòü íå ïîñëåäîâàòåëüíîå,
â ïðîòèâîïîëîæíîñòü îáû÷íîìó ïîñëåäîâà-
òåëüíîìó, â êîòîðîì åñòü ïàðàìåòð, àíàëî-
ãè÷íûé âðåìåíè) ([10], ñì. òàêæå [7]).

Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðèìåðîì, êîòî-
ðûé âàæåí äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ è
èíòåðåñåí òåì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà âñþ ñâîþ
ïðîñòîòó, íå óêëàäûâàåòñÿ â ñõåìó, èñïîëü-
çîâàííóþ ðàíüøå.

Ïóñòü çàäàíî îðèåíòèðîâàííîå äåðåâî
〈M, N〉 ñ êîðíåì r ∈ M. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ãðà-
ôå ÷èñëî äóã íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà âåð-
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øèí, |N| = |M| �1, è èìååòñÿ ïóòü èç êîðíÿ â
ëþáóþ äðóãóþ âåðøèíó. Ïóñòü äóãàì ãðàôà
ñîïîñòàâëåíû ïîëîæèòåëüíûå âåñà wj,
j ∈ N. Òðåáóåòñÿ ïî çàäàííîìó ïîëîæèòåëü-
íîìó ÷èñëó m′< |M| íàéòè îðèåíòèðîâàííîå
äåðåâî 〈M ′, N ′〉 ñ êîðíåì â  r  è òàêîå, ÷òî
|M ′| = m ′, N ′ ⊂ N, è ñóììà âåñîâ äóã èç N ′
ìèíèìàëüíà.

Ïóñòü d = |M| � m ′. Íàøà ýêñòðåìàëüíàÿ
çàäà÷à, î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü çàìåíåíà çà-
äà÷åé îá óäàëåíèè èç äåðåâà d äóã òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îñòàâàëîñü êîðíåâîå äåðåâî
ñ êîðíåì â  r è áûëà ìàêñèìàëüíà ñóììà âå-
ñîâ óäàëåííûõ äóã.

Îòìåòèì, ÷òî êàæäîé âåðøèíå  i  â ãðà-
ôå ñîîòâåòñòâóåò ñâîå ïîääåðåâî  Ãi, â êîòî-
ðîì ýòà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü çàäà÷ó î âûáîðå ïîääåðåâà ñ
óäàëåíèåì d äóã ìèíèìàëüíîãî ñóììàðíî-
ãî âåñà äëÿ âñåõ äåðåâüåâ Ãi  è ïðîèçâîëü-
íûõ  d, èñïîëüçóÿ ïðèíöèïû äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïóñòü v(i, d) � èñêîìûé
ìèíèìàëüíûé âåñ â ýòîé çàäà÷å, à Vi � ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ ìèíèìóìîâ äëÿ âñåõ
âîçìîæíûõ d, îò 0 äî ÷èñëà äóã â äåðåâå Ãi.
Ïóñòü iV  � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Vi, ê êî-
òîðîé äîáàâëåí åùå îäèí ýëåìåíò � ïîñëå-
äíèé ýëåìåíò, óâåëè÷åííûé íà âåñ äóãè i,
âõîäÿùåé â âåðøèíó i (ìû êàê áû ðàññìàò-
ðèâàåì äåðåâî Ãi, íàðàùåííîå íà äóãó i, è
äëÿ ýòîãî äåðåâà ðåøàåì òàêóþ æå çàäà÷ó).

Òåïåðü îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî, âî-ïåð-
âûõ,  iV  = {0} äëÿ êîíå÷íûõ âåðøèí äåðåâà
(ëèñòüåâ), âî-âòîðûõ, íàñ èíòåðåñóåò rV  (òî÷-
íåå, òîëüêî v(r, d)), è, íàêîíåö, â-òðåòüèõ, ÷òî

iV   = ⊕j: beg j = i jV .

Ýòî òîæå óðàâíåíèå Áåëëìàíà, íî â îáîá-
ùåíèè Áåðòåëå-Áðèîøè. Èñïîëüçîâàíèå îïå-
ðàòîðíîé çàïèñè äåëàåò åãî î÷åíü êîìïàêò-
íûì. Âûïîëíèì íåáîëüøîå óïðàæíåíèå,
÷òîáû óâèäåòü ôóíêöèþ Áåëëìàíà áîëåå íà-
ãëÿäíî.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì äåðåâî ñ êîðíåì R,
èçîáðàæåííîå íà ðèñ. 2. Âåðøèíû B, D, G,
H, J, K, L � ëèñòüÿ, äëÿ êàæäîé èç íèõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü V ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåí-
òà 0. Äëÿ âåðøèíû C ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñî-
ñòîèò óæå èç äâóõ ýëåìåíòîâ VC = {0, 4}, äëÿ

âåðøèíû F èç òðåõ VF = {0, 8, 11}, äëÿ I èç
÷åòûðåõ VI = {0, 9, 14, 16}.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê áîëåå ñëîæíûì ðàñ-
÷åòàì. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ VA íóæíî ïðîäîëæèòü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü VC äî ACV  = {0, 4, 11},

à óæå çàòåì íàéòè  VA = ABV  ⊕ ACV . Èìå-
åì vA[0] = 0, vA[1] = max {4,15} = 15,
vA[2] = max {11, 15 + 4} = 19, vA [3] = 15 + 11 = 26.

Âû÷èñëåíèå VE áîëåå ãðîìîçäêî. Ïðè
êàæäîì k íóæíî âû÷èñëèòü  âñå ñóììû âèäà
vEF(i) + vEI (k � i), è ìèíèìàëüíóþ èç íèõ ïðè-
íÿòü â êà÷åñòâå vE(k). Èìååì

vE [0] = 0,
vE [1] = max {8, 9} = 9,
vE [2] = max {0 + 14, 8 + 9, 11 + 0} = 17,
vE [3] = max {0 + 16, 8 + 14, 11 + 9, 18 + 0} = 22,
vE [4] = max {0 + 20, 8 + 16, 11 + 14, 18 + 9} = 27,
vE [5] = max {8 + 20, 11 + 16, 18 + 14} = 32,
vE [6] = max {11 + 20, 18 + 16} = 34,
vE [7] = 18 + 20=38.

Äàëåå íóæíî âû÷èñëèòü ïðîìåæóòî÷íûå

ôóíêöèè RAV  è REV , à çàòåì ïî íèì îêîí÷à-
òåëüíî ïîñòðîèòü vR.

k-ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ  ÐÅØÅÍÈß
Â  ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÌ

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÈ

1. Îïåðàöèÿ ñëèÿíèÿ óïîðÿäî÷åííûõ
ìàññèâîâ

Â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ îïåðàöèÿ ñëèÿíèÿ (merge). Ýòà îïåðàöèÿ
áûëà õîðîøî èçâåñòíà âî âðåìåíà ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ôàéëîâ íà ìàãíèòíûõ ëåíòàõ, à

Ðèñ. 2. Äåðåâî ñ êîðíåì
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ñåé÷àñ îñòàåòñÿ èçâåñòíîé áëàãîäàðÿ, ïðåæ-
äå âñåãî, ñîðòèðîâêå Íåéìàíà.

Ïóñòü çàäàíû äâå ìîíîòîííî íåóáûâàþ-
ùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè A = {ai} è B = {bi}
è òðåáóåòñÿ ñîåäèíèòü èõ â îäíó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü C = {ci}. Ýòî ñîåäèíåíèå âûïîë-
íÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì «÷òåíèåì» îáåèõ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòåé îò íà÷àëà: íà êàæäîì øàãå
èç ïðî÷òåííûõ ýëåìåíòîâ âûáèðàåòñÿ íàè-
ìåíüøèé, äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü åãî â ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü C, à âìåñòî âçÿòîãî ýëåìåí-
òà ÷èòàåòñÿ íîâûé èç òîé æå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Òàê âûãëÿäèò ñëèÿíèå ôàéëîâ ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî äîñòóïà.

Â ñëó÷àå, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
A = {ai} è  B = {bi} çàïèñàíû â ìàññèâû,
äëÿ îðãàíèçàöèè ñëèÿíèÿ íóæíî ïîìíèòü
íà êàæäîì øàãå èíäåêñû òåêóùèõ ýëåìåí-
òîâ ÷èòàåìûõ ìàññèâîâ è îáíîâëÿòü èõ.
Íàïðèìåð, åñëè A = {5, 9, 17, 26, 31} è
B = {2, 6, 8, 12, 27, 29}, èçìåíåíèå èíäåêñîâ
â õîäå ñëèÿíèÿ âûãëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíî â
òàáë. 1.

Èíäåêñû k1 è k2 ïîêàçûâàþò çäåñü ñòå-
ïåíü èñïîëüçîâàííîñòè (ñðàáîòàííîñòè)
ìàññèâîâ A è B íà êàæäîì øàãå ïðîöåññà
ñëèÿíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íî ìîæíî îðãà-
íèçîâàòü ñëèÿíèå íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, ïðè÷åì ìîæíî îðãàíèçîâûâàòü
ñëèÿíèå ïî-ðàçíîìó, íàïðèìåð, ñëèòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè â íåáîëüøèõ ãðóï-
ïàõ, à çàòåì ñëèòü âìåñòå ïîëó÷èâ-
øèåñÿ ðåçóëüòàòû.

2. Ïåðåáîð k-êðàò÷àéøèõ
ïóòåé â ãðàôå áåç êîíòóðîâ

Îáðàòèìñÿ ñíîâà ê çàäà÷å ïî-
èñêà êðàò÷àéøåãî ïóòè â ãðàôå áåç
êîíòóðîâ è ïîïðîáóåì â íåé èñêàòü

ïóòè, ñëåäóþùèå ïîñëå êðàò÷àéøåãî. Èñ-
ïîëüçóåì óæå ðàññìîòðåííûé ïðèìåð.

Íàéäåííûé êðàò÷àéøèé ïóòü ADF ïðî-
õîäèò ÷åðåç âåðøèíó D. Î÷åâèäíî, ÷òî âòî-
ðîé êðàò÷àéøèé ïóòü äî F � ýòî ëèáî êðàò-
÷àéøèé ïóòü ÷åðåç C, ëèáî êðàò÷àéøèé ïóòü
÷åðåç E, ëèáî âòîðîé êðàò÷àéøèé ïóòü ÷å-
ðåç D. Â ôóíêöèè v äîáàâèì åùå îäèí àðãó-
ìåíò, íîìåð ïóòè. Òîãäà1

v (F, 2) = min { vC(F, 1), vD(F, 2), vE(F, 1)},

èëè

v (F, 2) = min {20 + v (C, 1), 17 + v(D, 2),
         6 + v(E, 1)}.

Àíàëîãè÷íî

v(D, 2) = min {12 + v(A, 2)} = ∞,

òàê êàê v(A, 2) = ∞. Ïîñêîëüêó v(C, 1) = 29,
v(E, 1) = 24, òî v(F, 2) = 30, ýòà äëèíà äîñòè-
ãàåòñÿ íà ïóòè ABEF.

Òðåòèé êðàò÷àéøèé ïóòü íàõîäèòñÿ èç
ñîîòíîøåíèÿ

v (F, 3) = min {20 + v(C, 1), 17 + v(D, 2),
        6 + v(E, 2)},

îí èìååò äëèíó v(F, 3) = 32, ñàì ïóòü ADEF.
Äëÿ îñòàëüíûõ ïóòåé çàïèøåì òîëüêî èõ

äëèíû è ñîîòíîøåíèÿ, èç êîòîðûõ îíè ïî-
ëó÷åíû:

v (F, 4) = min {20 + v(C, 1), 17 + v(D, 2),
                        6 + v (E, 3)} = 49,
v (F, 5) = min {20 + v(C, 2), 17 + v(D, 2),

         6 + v(E, 3)} = 50,
v (F, 6) = min {20 + v(C, 3), 17 + v(D, 2),

         6 + v(E, 3)} = 51.

Âûïèøåì èç ñîîòíîøåíèé äëÿ v(F, ⋅) èí-
äåêñû ki â ôóíêöèÿõ v(i, ⋅) â âèäå òàáëèöû
(ñì. òàáë. 2).

Ïîëó÷àåòñÿ î÷åíü ïîõîæå íà òàáëèöó èí-
äåêñîâ ñðàáîòàííîñòè ïðè ñëèÿíèè äâóõ ìàñ-

Øàã 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

A 5   9 17 26 31       

B 2 6 8 12 27 29      

C 2 5 6 8 9 12 17 26 27 29 31 

k
1

 1 1 2 2 2 3 3 4 5 5 5 

k
2

 1 2 2 3    4 4 5 5 5 6  

Òàáë. 1

1 Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ ïðèâîäèëèñü åùå â 1960 ã. â óæå óïîìèíàâøåéñÿ ðàáîòå Ð. Áåëëìàíà è Ð. Êàëàáû [4].

Øàã 1 2 3 4 5 6 

kC 1 1 1 1 2 2 

kD 1 2 2 2 2 2 

kE 1 1 2 3 4 4 

Òàáë. 2
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Ïåðåáîð ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â äèñêðåòíûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè

ñèâîâ. Íà ñàìîì äåëå ýòî è åñòü ñëèÿíèå,
ñëèÿíèå ìàññèâîâ çíà÷åíèé â ïðåäøåñòâó-
þùèõ âåðøèíàõ ãðàôà, ê êîòîðûì «ïðèáàâ-
ëåíû» äëèíû äóã.1  Â êàæäîé èç ýòèõ âåðøèí,
êðîìå íà÷àëüíîé, åå ìàññèâ ìîæíî òàêæå
çàïèñàòü êàê ñëèÿíèå äðóãèõ ìàññèâîâ. Çíà-
÷èò, âñå çíà÷åíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü òàê ïðî-
ñòî (ýòî òàê ïîõîæå íà ïðîãðàììó, ÷òî èñ-
ïîëüçóåì «ïðîãðàììèñòñêèé» øðèôò):
  aA = [0]
  aB = 11 + aA
  aD = 12 + aA
  aE = merge { (13+aB), (14+aD) }
  aC = merge { ( 5+aE), (19+aB) }
  aF = merge { ( 6+aE), (17+aD), (20+aC) }

Î÷åíü ïðîñòî! Ìîæíî âçÿòü ëþáîé ãðàô
áåç êîíòóðîâ, íàïèñàòü àíàëîãè÷íûå ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ ìàññèâîâ çíà÷åíèé âî âñåõ âåð-
øèíàõ è ïîëó÷èòü ïðàêòè÷åñêè ãîòîâóþ ïðî-
ãðàììó. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò òàêèå ÿçû-
êè ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïðîãðàì-
ìà � ýòî ïî÷òè òàêàÿ çàïèñü.

Ìîæíî äàæå íå ðèñîâàòü ãðàô, à îãðàíè-
÷èòüñÿ ïåðå÷èñëåíèåì åãî äóã, ëó÷øå ïðÿìî
â âèäå âõîäÿùèõ çâåçä ïî êàæäîé âåðøèíå.

ÏÅÐÅ×ÈÑËÈÒÅËÈ
È  ÎÏÅÐÀÖÈÈ  ÍÀÄ  ÍÈÌÈ

Íàêîíåö-òî, ïîñëå âñåõ ââîäíûõ ðàñ-
ñìîòðåíèé ïåðåéäåì ê ãëàâíîìó ïðåäìåòó.
Ìû ââåäåì íîâûé òèï îáúåêòîâ, ëîãè÷åñêèõ
è ïðîãðàììèñòñêèõ, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü
íàøè àëãîðèòìû â òåðìèíàõ îïåðàöèé íàä
ýòèìè îáúåêòàìè.

Ýòîò îáúåêò íàçûâàåòñÿ ïåðå÷èñëèòåëåì.
Ïåðå÷èñëèòåëü ìîæåò âûçûâàòüñÿ, è ïðè
êàæäîì âûçîâå îí ñîîáùàåò íåêîòîðîå ÷èñ-
ëîâîå çíà÷åíèå è ñîïðîâîæäàþùóþ ýòî çíà-
÷åíèå òåêñòîâóþ èíôîðìàöèþ, íàçûâàåìóþ
óïðàâëåíèåì èëè ðåøåíèåì. ×èñëîâûå çíà-
÷åíèÿ, âîçâðàùàåìûå ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ
âûçîâàõ, ðàñïîëîæåíû â ïîðÿäêå íåóáûâà-

íèÿ. Ïî èñ÷åðïàíèè çíà÷åíèé ïåðå÷èñëèòåëü
ìîæåò ñîîáùèòü, ÷òî åãî ðàáîòà çàêîí÷èëàñü.

Òàê îïèñûâàåòñÿ ñàìàÿ ïðîñòàÿ ðàçíî-
âèäíîñòü ïåðå÷èñëèòåëÿ � ïîñëåäîâàòåëü-
íûé îäíîðàçîâî èñïîëüçóåìûé ïðîöåññ.

Äëÿ òåõ ñëó÷àåâ, êîãäà îäíî è òî æå çíà-
÷åíèå ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ íåñêîëüêî ðàç,
öåëåñîîáðàçíî ïðåäóñìîòðåòü ìíîãîðàçîâî
èñïîëüçóåìûé ïðîöåññ, âûçîâ êîòîðîãî ïðî-
èñõîäèò ñ óêàçàíèåì íîìåðà òðåáóåìîãî çíà-
÷åíèÿ. Òàêîé ïåðå÷èñëèòåëü ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ êàê íàäñòðîéêà íàä ïðîñòûì. Ýòà
íàäñòðîéêà âåäåò áàçó äàííûõ ñ âû÷èñëåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè ïîä÷èíåííîãî ïåðå÷èñëè-
òåëÿ, âûäàåò èç ýòîé áàçû âíåøíåìó ìèðó
çàïðàøèâàåìûå çíà÷åíèÿ è ïðè íåîáõîäèìî-
ñòè ñàìà âûçûâàåò ïîä÷èíåííûé ïåðå÷èñëè-
òåëü äëÿ ïîïîëíåíèÿ ñâîåé áàçû äàííûõ äî
òðåáóåìîãî óðîâíÿ.2

Òðåòèé âàðèàíò � ðåãèñòðèðóåìûé ìíî-
ãîðàçîâî èñïîëüçóåìûé ïðîöåññ, êîòîðûé
ïîëó÷àåò âíåøíåå èìÿ, è ïî ýòîìó èìåíè
ìîæåò áûòü íàéäåí äðóãèìè ïåðå÷èñëèòåëÿ-
ìè.3

Ðàññìîòðèì îïåðàöèè, ïîçâîëÿþùèå ñî-
çäàâàòü íîâûå ïåðå÷èñëèòåëè, â òîì ÷èñëå
èç óæå èìåþùèõñÿ.

1. Ïåðå÷èñëèòåëü � ìàññèâ

Ñàìûé ïðîñòîé ïåðå÷èñëèòåëü ìîæåò
áûòü çàäàí ìàññèâîì � ìîíîòîííîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ çíà÷åíèé (íåóáûâàþùåé, åñëè
èñõîäíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à íà ìàêñèìóì,
è íåâîçðàñòàþùåé, åñëè íà ìèíèìóì). Ýòîò
ìàññèâ õðàíèòñÿ âî âíóòðåííåé èíôîðìàöèè
ïåðå÷èñëèòåëÿ âìåñòå ñ èíäåêñîì î÷åðåäíî-
ãî çíà÷åíèÿ. Íà êàæäûé âûçîâ ïðîöåññ îò-
âå÷àåò çíà÷åíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì ýòîìó
èíäåêñó, è óâåëè÷èâàåò èíäåêñ íà åäèíèöó.
Ïðè âûõîäå èíäåêñà çà ãðàíèöó ìàññèâà ïå-
ðå÷èñëèòåëü ñîîáùàåò îá îòñóòñòâèè íîâûõ
çíà÷åíèé.

1 Íà ðîëü îïåðàöèè ñëèÿíèÿ â ïðîöåññàõ ïåðåáîðà ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé âïåðâûå îáðàòèë âíèìàíèå
Å. Ëàóëåð [1].

2 Íóæíî ÿñíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå, ÷òî ïðè âûçîâå òàêîãî ïåðå÷èñëèòåëÿ íîìåð òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ èçâíå. Îäíàæäû ÿ âñòðåòèëñÿ ñ íåïðàâèëüíûì ïîíèìàíèåì ýòîé êîíñòðóêöèè êàê âîçâðàòà çíà÷åíèÿ
âìåñòå ñ åãî íîìåðîì.

3 Ïåðâîíà÷àëüíî ÿ ðàññìàòðèâàë òîëüêî äâà òèïà ïðîöåññîâ. Ïðåäëàãàåìàÿ çäåñü êëàññèôèêàöèÿ ïîÿâèëàñü
ïî ïðåäëîæåíèþ àñïèðàíòà Ì.Ä. Ïàïîðêîâà.
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Óäîáíî èìåòü êàêîå-íèáóäü îáîçíà÷åíèå
äëÿ òàêîãî ïðîöåññà. Ïóñòü ýòî áóäåò
ARRAY(a1,�,ak).

2. Ïðåîáðàçîâàíèå çíà÷åíèé ïåðå÷èñ-
ëèòåëÿ

Ïóñòü çàäàíû íåêîòîðûé ïåðå÷èñëèòåëü
P è ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ  f,
ïðåîáðàçóþùàÿ åãî çíà÷åíèÿ â äðóãèå çíà-
÷åíèÿ. Îïèñûâàåìàÿ îïåðàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ïðîöåññ  P âûçûâàåòñÿ î÷åðåäíîé
ðàç è ïîëó÷åííîå èì çíà÷åíèå ïîäñòàâëÿåò-
ñÿ â ôóíêöèþ  f.  Ðåçóëüòàòîì îïåðàöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèòåëü, âîçâðàùàþùèé ïðè
êàæäîì âûçîâå ïðåîáðàçîâàííûå îòâåòû  P.

Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíîå ìîíîòîííîå
ïðåîáðàçîâàíèå � ïðèáàâëåíèå íåêîòîðîé
êîíñòàíòû c. Ìû òàêèì ïðåîáðàçîâàíèåì è
îãðàíè÷èìñÿ, íàçîâåì åãî ñäâèãîì è áóäåì
çàïèñûâàòü òàê: Q = PLUS(P, c).

3. Ñëèÿíèå ïåðå÷èñëèòåëåé

Ðàçóìååòñÿ, äàëüøå äîëæíî ïîéòè ñëèÿ-
íèå ïðîöåññîâ, î êîòîðîì óæå ìíîãî ãîâîðè-
ëîñü.

Ïóñòü çàäàíû äâà ïðîöåññà  P  è  Q.  Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîöåññ, êîòîðûé âûçûâàåò îáà
ïðîöåññà, âûáèðàåò èç ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé
íàèìåíüøåå è âîçâðàùàåò â îòâåò íà ñâîé
âûçîâ. Ðàçóìååòñÿ, ïðè êàæäîì ñâîåì ñëå-
äóþùåì âûçîâå ïðîöåññ âûçûâàåò òîëüêî òîò
èç ïîä÷èíåííûõ ïåðå÷èñëèòåëåé, çíà÷åíèå
êîòîðîãî áûëî èñïîëüçîâàíî, è íå âûçûâàåò
ïåðå÷èñëèòåëåé, çàâåðøèâøèõ ðàáîòó.

Îáîçíà÷èì îïåðàöèþ ñëèÿíèÿ äâóõ ïå-
ðå÷èñëèòåëåé òàê: MERGE(P, Q). Ýòî æå
îáîçíà÷åíèå ìû ñîõðàíèì è äëÿ îïåðàöèè
ñëèÿíèÿ íåñêîëüêèõ ïåðå÷èñëèòåëåé:
MERGE(P1, �, Pk).

4. Çàäåðæàííîå ñëèÿíèå

Ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ � ýòî íåáîëüøàÿ
ìîäèôèêàöèÿ ñëèÿíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî,
ñëèâàÿ äâà ïðîöåññà,  P  è  Q,  ìû çíàåì, ÷òî
äàæå ïåðâîå çíà÷åíèå, âûðàáàòûâàåìîå ïðî-
öåññîì  Q,  áóäåò íå ìåíüøå íåêîòîðîé êîí-
ñòàíòû  c. Â ýòîì ñëó÷àå, äî òåõ ïîð ïîêà
çíà÷åíèÿ ïðîöåññà P íå ïðåâîñõîäÿò ýòîãî c,
ïðîöåññ  Q  ìîæíî äàæå è íå âûçûâàòü è,
çíà÷èò, äàæå íå èíèöèàëèçèðîâàòü. Òàêèì

îáðàçîì, çäåñü ñëèÿíèå ïðîèñõîäèò ñ ïåðâî-
íà÷àëüíîé çàäåðæêîé.

Îáîçíà÷èì îïåðàöèþ çàäåðæàííîãî ñëè-
ÿíèÿ äâóõ ïåðå÷èñëèòåëåé òàê:
DAMERGE(P, Q, c). Çäåñü áóêâû D è A îò
Delayed Absolute, ïîòîìó ÷òî çàäåðæêà îï-
ðåäåëÿåòñÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé çíà÷åíèÿ.

Åñòü åùå îäèí âàðèàíò çàäåðæàííîãî
ñëèÿíèÿ, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå çàäåðæêè
îòíîñèòåëüíî, îíî îòñ÷èòûâàåòñÿ íå îò íóëÿ,
à îò ïåðâîãî çíà÷åíèÿ ïðîöåññà  P.  Ýòà îïåðà-
öèÿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ  DMERGE(P, Q, c).

Îáå ýòè îïåðàöèè ïîÿâèëèñü óæå â ðå-
çóëüòàòå ðàçâèòèÿ íàøåãî ïîäõîäà ê àëãîðèò-
ìàì ïåðåáîðà êàê ê ïðîöåññàì. Îíè ñóùå-
ñòâåííî ïîâûñèëè ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáà-
òûâàåìûõ àëãîðèòìîâ.

5. Ôèëüòðàöèÿ çíà÷åíèé ïåðå÷èñëè-
òåëÿ

Ìíå êàçàëîñü, è ïðîäîëæàåò êàçàòüñÿ,
÷òî äîëæíà áûòü ïîëåçíà îïåðàöèÿ ôèëüò-
ðàöèè, â êîòîðîé ýëåìåíòû, ïîëó÷àåìûå íà
âõîäå îïåðàöèè, ïðîõîäÿò äîïîëíèòåëüíóþ
ïðîâåðêó è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îòâåðãàþò-
ñÿ, òàê ÷òî ÷òåíèå íîâûõ ýëåìåíòîâ èäåò äî
ïîëó÷åíèÿ «ïðàâèëüíîãî» ýëåìåíòà.

6. Ñëîæåíèå ïåðå÷èñëèòåëåé

Ïóñòü çàäàíû äâà ïðîöåññà  P  è  Q.  Ïðåä-
ñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû ðàñïîëàãàåì âñåìè
çíà÷åíèÿìè îáîèõ ïðîöåññîâ. Ðàññìîòðèì
âñåâîçìîæíûå ñóììû ýòèõ çíà÷åíèé � ïî
îäíîìó èç êàæäîãî íàáîðà � è ââåäåì ïðî-
öåññ, êîòîðûé âûðàáàòûâàåò ýòè ñóììû â
ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ (íåóáûâàíèÿ). Òàêîé
ïðîöåññ áóäåò íàçûâàòüñÿ ñóììîé ïåðå÷èñ-
ëèòåëåé  P  è  Q  è îáîçíà÷àòüñÿ SUM(P, Q).

Ïðèìåð. Åñëè P = [4, 14, 29, 43],
Q = [11, 16, 25], òî SUM(P, Q) = [15, 20, 25,
29, 30, 39, 40, 45, 54, 54, 59, 68]

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ñóììó íåñêîëü-
êèõ ïåðå÷èñëèòåëåé, ðàñïðîñòðàíÿÿ íà íåå
òî æå îáîçíà÷åíèå: SUM(P1, �, Pk).

Îïåðàöèÿ ñóììû íóæíà äëÿ ïåðåáîðà
çíà÷åíèé ôóíêöèè, çàäàííîé íà ïðÿìîì ïðî-
èçâåäåíèè äâóõ (èëè íåñêîëüêèõ) ìíîæåñòâ
è ðàâíîé ñóììå ôóíêöèé îò ñîìíîæèòåëåé.
Íàïðèìåð, åñëè êàæäûé ïðîöåññ Pi � ýòî
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Ïåðåáîð ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â äèñêðåòíûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè

ìàññèâ èç äâóõ çíà÷åíèé Pi = ARRAY(0, ai),
òî SUM(P1, �, Pk) ïåðåáèðàåò âñå ñóììû
íàáîðà {a1, �, ak } ïî âñåì åãî ïîäìíîæå-
ñòâàì.

Êîíå÷íî, íå ñëåäóåò ñëèøêîì ñîáëàç-
íÿòüñÿ ëåãêîñòüþ, ñ êîòîðîé ïèøóòñÿ ïîäîá-
íûå ñîîòíîøåíèÿ. Ìû ïîëó÷àåì çäåñü ìíî-
æåñòâî, â êîòîðîì  2k  ýëåìåíòîâ, è ýòî ÷èñ-
ëî îñòàåòñÿ áîëüøèì, êàê åãî íè çàïèñûâàé.
Íî ïîäîáíûå îïåðàöèè âïîëíå ïðèãîäíû äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðîé ÷àñòè ìíîæåñòâà.

Îñòàëîñü ïîñìîòðåòü, êàê ìîæíî «ëåíè-
âî»  ðåàëèçîâàòü îïåðàöèþ ñóììèðîâàíèÿ
ïðîöåññîâ, íå âûïèñûâàÿ çàðàíåå âñåõ çíà-
÷åíèé îáîèõ ïðîöåññîâ. Íåêîòîðûå íàäåæ-
äû ïðèíîñèò òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïåðâîãî çíà÷åíèÿ ñóììû ïðîöåññîâ íóæíû
òîëüêî ïåðâûå èõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

À äëÿ âòîðîãî çíà÷åíèÿ ñóììû íóæíû
åùå è âòîðûå çíà÷åíèÿ ñëàãàåìûõ. Åñëè
îáîçíà÷èòü  i-ûå çíà÷åíèÿ ïðîöåññîâ ñîîò-
âåòñòâåííî ÷åðåç pi è qi, òî ìû äîëæíû âû-
áèðàòü âòîðîå çíà÷åíèå ñóììû êàê ìàêñèìóì
èç  p1 + q2 è p2 + q1. Çàìåòèì, ÷òî ñóììà
p2 + q2  â ýòîì ðàññìîòðåíèè íå ó÷àñòâóåò,
îíà äîìèíèðóåòñÿ äâóìÿ äðóãèìè ñóììàìè.
Âîïðîñ î íåäîìèíèðóåìûõ ïàðàõ èíäåêñîâ
ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

7. Ãðàíèöà Ïàðåòî

Ïóñòü çàäàíû äâà îòðåçêà íàòóðàëüíîãî
ðÿäà ÷èñåë K = 1 :k è L = 1 : l, è R � ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ, R = K × L =
{(i, j) | i ∈ 1:k, j ∈ 1 : l}. Âîçüìåì êàêîå-ëèáî
ïîäìíîæåñòâî S ⊂ R.

Ñêàæåì, ÷òî ïàðà (i, j) ∈ R äîìèíèðóåò
ïàðó (i ′, j ′) ∈ R, åñëè i ≤ i ′ è j ≤ i ′.

Ãðàíèöåé Ïàðåòî ìíîæåñòâà S íàçûâà-
åòñÿ òàêîå åãî ïîäìíîæåñòâî B, ÷òî ëþáîé
ýëåìåíò (i, j) ∈ S \ B äîìèíèðóåòñÿ êàêèì-
íèáóäü ýëåìåíòîì èç B è íèêàêîé ýëåìåíò
èç B íå äîìèíèðóåòñÿ äðóãèì1 .

Òåïåðü ìîæíî âåðíóòüñÿ ê ïðîöåññó ñóì-
ìèðîâàíèÿ. Ïðè êàæäîì âûçîâå i èìååòñÿ
ìíîæåñòâî åùå íå èñïîëüçîâàííûõ ïàð èí-
äåêñîâ Si \ R, âûáèðàåòñÿ îäèí èç íèõ, ñêà-
æåì, si, è ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ïîëó÷àåò-
ñÿ óäàëåíèåì âûáðàííîãî èíäåêñà, òî åñòü
Si+1 = Si \ {si}. Ëåãêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èí-
äåêñ si ñëåäóåò âûáèðàòü èç i-é ãðàíèöû Ïà-
ðåòî Bi. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïàðà (i, j) äî-
ìèíèðóåò (i ′, j ′), òî pi + qj ≤ pi ′ + qj ′.

Ïðîãðàììíàÿ ïîääåðæêà äåéñòâèé ñ ãðà-
íèöåé Ïàðåòî îêàçàëàñü î÷åíü ïðîñòîé, íî
ãîâîðèòü î íåé ñåé÷àñ ìû íå áóäåì. Ïîñìîò-
ðèì òîëüêî, êàê ìåíÿåòñÿ ãðàíèöà Ïàðåòî â
ïðèâåäåííîì âûøå ïðèìåðå.

Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà. Äëÿ íàãëÿäíîñ-
òè áóäåì îïðåäåëÿòü êîîðäèíàòû íå èíäåê-
ñàìè, à çíà÷åíèÿìè. Ïåðâîíà÷àëüíî èìååì
â ãðàíèöå Ïàðåòî îäíó ïàðó B1 = (4, 11).
Âûáîð ýòîé ïàðû ñ ñóììîé 15 èçìåíÿåò ãðà-
íèöó  B2 = {(14, 11), (4, 16)}. Ïàðà ñ ñóììîé
20 âûáèðàåòñÿ, è ìû ïîëó÷àåì B3 = {(14, 11),
(4, 25)}. Çàòåì B4 = {(29, 11), (14, 16), (4, 25)}
è ò. ä.

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ

ß èñïîëüçîâàë ýòîò ïîäõîä â ðÿäå êëàñ-
ñè÷åñêèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (ïðè çàìåíå
èõ çàäà÷àìè ïåðåáîðà) è â íåêîòîðûõ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷àõ. Ââåäåííûå â ñòàòüå îïå-
ðàöèè ëåãêî ïðîãðàììèðóþòñÿ â ëþáîì ÿçû-
êå, äîïóñêàþùåì îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàí-
íûé ñòèëü ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Î÷åíü óäîá-
íî áûëî èñïîëüçîâàòü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëü-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿçûê ôóíêöèîíàëü-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Miranda ([11], ñì.
ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ â [12]), èíòåðïðåòà-
òîð äëÿ êîòîðîãî ìíå ëþáåçíî ïðåäîñòàâèë
Ä. Òåðíåð.

Íàäåþñü, ÷òî ñìîãó íàïèñàòü îá ýòîì â
ïðîäîëæåíèè ñòàòüè.

1 Âèëôðåä Ïàðåòî (1848�1923) � èòàëüÿíñêèé ýêîíîìèñò è ñîöèîëîã, êîòîðûé ââåë ïîíÿòèå òî÷êè, îïòè-
ìàëüíîé ïî íåñêîëüêèì ïîêàçàòåëÿì (ðàñïðåäåëåíèå áëàã ìåæäó íåñêîëüêèìè ëèöàìè), êàê òî÷êè, ó êîòîðîé
íåëüçÿ óëó÷øèòü îäèí ïîêàçàòåëü, íå óõóäøèâ äðóãèõ. Íàøà ãðàíèöà � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, îïòèìàëüíûõ ïî
Ïàðåòî. Â ñòàëèíñêèå âðåìåíà èìÿ Ïàðåòî áûëî ïîä çàïðåòîì: óòâåðæäàëîñü, ÷òî îí � «ëþáèìåö Ìóññîëèíè»,
õîòÿ Ìóññîëèíè (1883�1945) òîëüêî ñëóøàë ëåêöèè Ïàðåòî (1902), åùå íå áóäó÷è äóøå � ôàøèñòñêèì âîæäåì,
à ïðåìüåð-ìèíèñòðîì ñòàë â 1922 ã. Ìóññîëèíè áûë ÷åëîâåê óìíûé è, äåéñòâèòåëüíî, Ïàðåòî öåíèë, íî ýòî íå
ïåðåíîñèò íà Ïàðåòî îòâåòñòâåííîñòü çà ãðåõè èòàëüÿíñêèõ ôàøèñòîâ.
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Abstract

The paper presents an approach to enumeration of suboptimal solutions, based on
introduction of special processes of enumeration � «enumerators», which solve problems of
that kind for various smaller problems. Some special operations presented in the paper allow
us to make the required enumerators of simpler ones. Some examples are presented.

Keywords: suboptimal solutions, discrete optimization, dynamic programming.


